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Algunas definiciones y teoremas tomados de Essential Stability Theory, Steven
Buechler y de Fundamentals of Stability Theory, John T. Baldwin, para la ex-
posición final del curso Tópicos Avanzados en Lógica de la Universidad Nacional.

1. Superestabilidad

Definición 1.1 Una teoŕıa T es superestable si, existe un cardinal λ1 tal
que, para todo λ ≥ λ1, T es λ-estable.

Definición 1.2 λ(T ) es el menor cardinal, si es que existe, en el cual T es
λ-estable.

Definición 1.3 κ(T ) es el menor cardinal infinito tal que para cualquier suce-
sión {Ai : i < κ(T )}, con, si i < j < κ(T ) entonces Ai ⊂ Aj , y todo tipo
p ∈

⋃
i<κ(T )Ai, entonces existe un j tal que p|Aj+1 no bifurca sobre Aj .

Definición 1.4 En una teoŕıa estable, para todo tipo p ∈ S(A) se define
mult(p) = |{q ∈ S(C : p ⊂ q, q no bifurca sobre A)}|. µ(T ) es el menor cardinal,
talque para todo tipo completo p, µ(T ) ≥ mult(p).

Lema 1.5 µ(T ) ≤ λ(T ).

Lema 1.6 λ(T ) ≤ 2ℵ0

Prueba
Como ya se hab́ıa visto, |S(A)| ≤ |A||T | = |A|ℵ0 , en particular 2ℵ0 = (2ℵ0)ℵ0

Teorema 1.7 (Espectro de estabilidad) Si T es estable, T es λ-estable
si y solo si λ = λ(T ) + λ<κ(T ).
La demostración de este teorema se base en los dos siguientes lemas.

Lema 1.8 Si λ < λ<κ(T ), entonces T no es λ-estable.

Lema 1.9 Si T es estable y λ ≥ λ(T ) y λ = λ<κ(T ), entonces T es λ-estable.
Prueba
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Sea A un conjunto de cardinalidad λ, entonces para todo tipo p ∈ S(A) es
una extensión no bifurcante de p|B para algún B ⊂ A de cardinalidad menor
a < κ(T ). Entonces |S(A)| ≤ numero de subconjuntos de A con cardinalidad
menor a κ(T )× numero de tipos sobre un conjunto de cardinalidad menor a
κ(T )× µ(T )
|S(A)| ≤ λ<κ(T ) × λ(T )× µ(T ) = λ.

Teorema 1.10 De las siguientes afirmaciones siempre se cumple una y sola-
mente una.

1. T es λ-estable en todo λ.

2. T es λ-estable si y solo si λ ≥ 2ℵ0 .

3. T es λ-estable si y solo si λ = λℵ0 .

4. T no es estable.

Prueba
Si λ(T ) = ℵ0, entonces T es estable en todo cardinal. Si λ(T ) > ℵ0 entonces
existe un conjunto |A| = ℵ0 con |S(A)| > ℵ0, como |S(A)| < 2ℵ0 implica
|S(A)| = ℵ0, entonces |S(A)| = 2ℵ0 , λ(T ) ≥ 2ℵ0 y por el lema 1.6 se tiene
λ(T ) = 2ℵ0 . Como κ(T ) = ℵ0 o κ(T ) = ℵ1 entonces por el teorema del espectro
de estabilidad, λ = 2ℵ0 + λ<ℵ0 o λ = 2ℵ0 + λ<ℵ1 , de la primera se tiene como
solución λ ≥ 2ℵ0y en la segunda, la solución es λℵ0 .

Teorema 1.11 Si T es estable y no es superestable, entonces si ℵ1 ≤ λ < λω,
T no tiene un modelo saturado de tamaño λ.

Teorema 1.12 Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. T es superestable.

2. κ(T ) = ω.

3. Existe un cardinal Λ talque para todo δ > Λ y toda sucesión {Mi : i < δ}
creciente de modelos saturados, entonces

⋃
i<δMi es saturado.

Prueba
(1) → (2) Sea λ un cardinal con cofinalidad ω y con λ > λ1. Al ser T super-
estable, T es λ-estable, por el teorema del espectro de estabilidad,
λ = λ(T ) + λκ(T ), como λ1 ≥ λ(T ), entonces λ = λ<κ(T ) < λcf(λ), κ(T ) ≤ ω,
κ(T ) = ω.
(2)→ (1) Si λ > λ(T ), λ = λ<ω, de donde λ = λ(T ) + λκ(T ), por el lema 1.9 T
es λ-estable y T es superestable.
(3)→ (1) Si T no es superestable, existe un cardinal λ > λ(T ) tal que T no es
λ-estable, por el teorema 1.10, ℵ0 < λ(T ) < λ < λω, por el teorema 1.11 T no
tiene modelos saturados.
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(1) → (3) Como T es superestable, entonces para todo δ > λ(T ) y toda suce-
sión {Mi}i<δ de modelos saturados, siendo M la unión de la sucesión; sea
A < |M | = λ y p ∈ S(A), si λ es regular entonces existe un i tal que A ⊂ Mi,
por lo que p ∈ S(A), existe una realización en Mi, M es saturado; en adelante
se trabajara con λ singular, sea r ∈ S(M) una extensión no bifucante de p, por
existencia en simples, existe un conjunto A0 ⊂ M0 finito, tal que r no bifurca
sobre A0; al ser T superestable entonces κ(T ) = ω, por lo que existe el conjunto
E = {ei : i < λ} tal que ei ∈ Mi+1 y satisface r|Mi. Se elije E0 ⊂ E tal que
t(A,E ∪M0) no bifurca sobre E0 ∪M0, como |E0 ∪M0| ≤ κ(T ) + |A|, E − E0

es distinto de vaćıo, existe un elemento e en E − E0 que cumple por simetŕıa,
t(e, E0 ∪ A ∪M0) no bifurca sobre E0 ∪M0, de igual forma t(e, E0 ∪Mo) no
bifurca sobre M0, por transitividad, t(e, E0∪A∪M0) no bifurca sobre M0, pero
r|M0 es estacionario, por lo que e realiza a r, e realiza a p. M es saturado.

Existe una cuarta equivalencia la cual es, T es superestable si existe un mod-
elo limite de cardinalidad mayor que |T |+, y este en único, para esta equiva-
lencia hay que definir el modelo limite a modo tal que se pueda entender la
demostración, a diferencia de el teorema 1.12 la demostración de una de las
direcciones esta equivalencia no se usa la definición de teoŕıa superestable si no
la equivalencia 3) del teorema 1.12
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